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Enige voordrachten betreffende het Ising probleem

C. Hoede

Inleiding

Statistische mechanica

Alvorens te beginnen met een behandeling van het Ising probleem,
1et wenselijk aan het stellen van het probleem een inleiding te
2n voorafgaan, teneinde beter te zien welke plaats dit probleem
zemt in dat deel van de physica, dat statistische mechanica genoem
it. Hiertoe zullen wij een zeer Kkort overzicht geven van de
ingrijkste begrippen uit de statistische mechanica en aan de hand
rvan zullen wij enige belangrijke andere richtingen van onderzoek
iit gebied aanduiden.
le statistische mechanica houdt men zich bezig met de beschrijving
systemen bestaande uit een zeer groot aantal elementen. Deze
nenten zijn meestal deeltjes met een massa, maar kunnen bijv. ook
»nen zijn. De beschrijving, in de zin van de klassieke mechanica,
een aantal deeltjes, waartussen wel of niet een wisselwerking wor
renomen, is in principe gegeven als de oplossing van de Hamilton-
>bi vergelijkingen bekend is. Voor Het oplossen van deze bewegings:
jelijkingen dienen de beginvoorwaarden bekend te zijn, d.w.z. dat
alle deeltjes plaats en impuls, alsmede eventuele andere
:neraliseerde impulsen en codrdinaten, bekend moeten zijn op een
1ald tijdstip.
lLs bekend levert, bij aanwezigheid van een interactie tussen de
Lt jes, het oplossen van de bewegingsvergelijkingen reeds bij een
eem van drie deeltjes grote moeilijkheden op. Als het aantal
Ltjes in het systeem van de orde van grootte van het getal van
radro is, zoals bij een gas, dan is oplossen der vergelijkingen

resloten, mede door de physis¢éhe moeilijkheden met betrekking tot
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vaststellen van de beginvoorwaarden. Daar men echtef bij systemen
taande uit een groot aantal deeltjes, voornamelijk geinteresseerd
in de gemiddelde waarde per deeltje van de physische grootheden,
het systeem karakteriseren, ligt het voor de hand te zoeken naar
mechanische beschrijving, waarin deze gemiddelden tot hun recht

en.
Faseruimte

De eerste stap op weg naar een beschrijving in termen van gemid-
den is het invoeren van het begrip faseruimte.
1l een deeltje wordt gekarakteriseerd door de waarden van de compo-
ten van zijn impuls p in de richtingen van drie cosérdinaatassen
y en z, en door zijn plaats q ten opzichte van die codrdinaatassen
dit deeltje het i-de deeltje van een systeem bestaande uit N deel-
s, dan wordt het dus gekarakteriseerd door pix’piy’p' ’qix’qiy en
De toestand waarin zich dit i-de deeltje bevindt, kan gekarak-
iseerd worden door één punt in een 6-dimensionale Euclidische ruim
met assen corresponderend met dit zestal grootheden. Zijn er i.p.
rijheidsgraden f vrijheidsgraden, dan is de karakterisering te
en door een punt in een 2f-dimensionale ruimte met assen corres-
lerend met gegeneraliseerde codrdinaten en impulsen. Voor elk der
seltjes kan een dergelijke zes-dimensionale ruimte (resp. 2f-
snsionale ruimte) worden opgespannen ter karakterisering van de
itscobrdinaten en impulscomponenten van dat deeltje. De 6N- of

-dimensionale ruimte
r = G I.
H_C)MZC) C}uN (

t faseruimte. Een punt in [ karakteriseert de co6rdinaten en impul
onenten van alle N deeltjes en dus de toestand van het gehele

teem op een bepaald tijdstip.




Dichtheidsfunctie

Met het gedrag van het systeem in de loop van de tijd zal in de
seruimte corresponderen de baan, die het punt, dat het systeem
rakteriseert, beschrijft. We zullen kortweg van de baan spreken. Na
ldoende lange tijd T zal deze baan in de faseruimte een kluwen zijn,
2 elk klein gebiedje 4p Aq = Apll'Aplz""'Aplf‘APZI ..... APyp- Gy -
.Aqlf.Aq21 ..... Aqu een aantal malen doorkruist.
it nu At het totale tijdsinterval zijn, dat het systeem gekarak-

riseerd wordt door een punt in het gebiedje ApAd. Beschouwen we

Aw=1lim — , (1.2)

1 kunnen we Aw interpreteren als de waarschijnlijkheid om het
steem aan te treffen in een toestand, die gekarakteriseerd wordt
>r een punt H=:: het gebiedje ApAq.

it p aangeven de impulscomponenten p11 R o) en q de codrdinaten

Nt

REE qu van een punt in ApAq, dan kunnen we deze waarschijnlijk-

id ook aangeven door
Aw = P(P;Q)Apﬁq ] (1-3)

irbij e(p,q) de zg. dichtheidsfunctie voor het gegeven systeem is,
2 wel distributiefunctie genoemd.

zij op gewezen, dat f(p,q) niet overal in de faseruimte een van nul
rschillende waarde hoeft te bezitten, daar niet elk punt in (" een
zelijke karakterisering van een toestand van het systeem hoeft te
jn. Een grens kan gesteld zijn door ruimtelijke beperkingen van het
steem (bijv. gas in vat) of door het feit dat de totale energie van
t systeem eindig is, zodat ook de impuls van een deeltje in een
’>aalde richting begrensd is. Andere mogelijkheden bestaan erin dat
achts bepaalde toestanden zijn toegestaan, doordat een deeltje
achts discrete waarden voor de codrdinaten kan bezitten (bijv.

r.v. de aanwezigheid van een rooster), of discrete waarden voor




mpulsen of andere grootheden, die voor een volledige karakteri-
.ng nodig zijn (quantumeffecten). In dergelijke gevallen is er dan
i geen sprake van een continue baan. Dit is bijv. ook al niet het
.1 als, bij botsingen van deeltjes in een systeem, wordt aange-

:m dat de impulsen abrupt veranderen.

physische grootheid f kan nu als functie van t opgevat worden of
functie van p en q. Indien (I.2) als definitie van de waarschijn-
‘heid voor de toestand van het systeem wordt aangenomen, kunnen

1s het statistisch gemiddelde van f beschouwen

T
1im = J £¢) at . (1.4)
T
T —poo 0

1.3) onze definitie van de waarschijnlijkheid voor de toestand van

systeem, dan wordt het statistisch gemiddelde gegeven door

f = f £(p,q)¢(p,q) dpdq , (1.5)
r

bij de integratie zich uitstrekt over de gehele faseruimte en de

theidsfunctie genormeerd is.door

j p(p,q) dpdq = 1. (1.8)
r

rgoden hypothesen

Daar wij ons verder zullen bepalen tot middelingen in de zin van
), zullen wij onze aandacht moeten richten op de dichtheidsfunctie
q). Deze functie is ingevoerd aan de hand van (I.2), welke defini-
op zijn beurt stamt van het beeld van de verblijftijd van het
, dat het systeem karakteriseert, in het gebiedje Ap Aq van r.
ullen de normering (I.6) wat nader beschouwen. Op het idee om
q) aldus te normeren is weinig aan te merken. De definitie (I.3)

t echter in eerste instantie betrekking op eindig kleine gebiedjes,
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't op infinitesimaal kleine gebiedjes. De normering (I.6), evenals de
tistische middeling (I.5), leidt dus tot een’ integraal die iﬁ eerste
itantie een integraal is over een in het algemeen oneindig lang
eelte van de baan, waarbij elk punt als beginpunt kan worden

ozen.

distributiefunctie verliest dus in eerste instantie zijn karakter

. een dichtheid, en is zelfs niet meer ten naaste bij gedefinigerd.

m naaste bij, omdat de grootte van het gebiedje apaq ook al niet
mald was!). Een infinitesimaal ruimte-element dpdq behoeft niet

ijd punten (p,q) van de baan te bevatten, ook niet als de punten in
. gebiedje wel mogelijke karakteriseringen van het systeem zijn,

zij |

elkemogelijk karakteriserend punt op de baan ligt, of

elke omgeving van een mogelijk karakteriserend punt, punten van de
baan bevat, d.w.z. dat de verzameling van 'baan-punten' dicht ligt
in de verzameling van "mogelijk karakteriserende-punten''.

mt men het eerste aan, dan is de integraal over één der £fN varia-

.en, bijv. in (I.6) een Riemann integraal. Men spreekt van deze

| S
11
mname als van de Ergoden hypothese. Neemt men het tweede aan, dan is

integraal in het algemeen alleen te definiéren in de zin van

)esque. Men spreekt van deze aanname als van de Quasi-Ergoden

othese.

verband met de wet van behoud van energie (Grieks gpyov) zal de

n (3603) gelegen zijn op een oppervlak in F, dat bestaat uit moge-
k karakteriserende punten. De naam Ergoden geeft de essentie van de

wothese niet goed weer.

Theorema van Poincaré

. kan zich afvragen, welke van beide '"Ergoden''-aannamen verantwoord
voor de beschrijving van een dynamisch systeem. Een antwoord op deze

.ag is te geven naar aanleiding van de z.g. terugkeerstelling van

ncaré. Dit theorema houdt in, dat het punt dat, uitgaande van een

vaald punt, de baan in r trekt, na verloop van tijd willekeurig




1t bij het uitgangspunt terugkeert. De beweging van het systeem is
quasiperiodiek. Uiteraard zal alleen bij periodieke systemen, die
verder zullen uitzonderen, het punt weer op de baan terecht komen.
)aan is dan een gesloten kromme, omdat snijding van baangedeelten
resloten is, daar het gedrag van het systeem en daarmede de baan
luidig is vastgelegd. De quasi-periodiciteit van een dynamisch

:eem toont ons nu niet, dat een van beide hypothesen het meest com-
bel . is met het gedrag van het systeem. Men kan alleen nog maar con-
:eren, dat in elke omgeving van een baanpunt andere baanpunten te
len zijn. Er kunnen altijd nog mogelijk karakteriserende punten zijn
omgevingen, die geen baanpunten bevatten, hetgeen betekent dat het
:ntieel hypothesen zijn waarover wij een uitspraak willen doen.

» uitspraak is eerst te doen aan de hand van het bewijs van het
yrema van Poincaré. De mathematische formulering van het theorema is
volgt:

|l op een verzameling X (bijv. een oppervlak in F, bestaande uit

:en die mogelijke karakteriseringen zijn van een systeem met een be-
de energie) is een additieve maat p gedefinieerd z6, dat ,u.(X)<- oo,
| verder dat een eenparametrige familie van één-éénduidige transfor-
.es Tt is gegeven (bijv. de codrdinaten en impulsen uitgedrukt in
op een bepaald tijdstip en in de tijdsparameter t), die de maat
\riant laten. Is A een deelverzameling van X, z6, dat m(A) > O,
geldt voor bijna elke x € A (uitgezonderd een deelverzameling B

A van (de' maat nul), dat er een t bestaat z4, dat Ttx € A.

Ljs: StelvﬁKB) > 0. B is de verzameling van punten uit A, die niet
igkeren, ook niet na herhaalde toepassing van de transformatie Tt'

keren deze punten terug, door een of meer malen de transformatie

X-A)

B = AN T;I(X-A) n TZZ(X—A) N ... etc.

T nu
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T,B=TAnZX-An T, S(X-A) N
2 = Tg N t es ey
dt dat, als x ¢ Bc A, dan T .x ¢ B en analoog thx £ B etc. B en
B zijn dus disjuncte verzamelingen. Evenzo zijn Tth en TtnB dis-

cte verzamelingen, daar

m+k

m k
t B = Tt (B n Tt B) = @.

m n m

Tt Bn Tt B = Tt BnT

zouden dus in X oneindig vele disjuncte verzamelingen zijn met een
dige maat, daar Tt de maat invariant laat. Dit is in strijd met

X)<oo en dus a(B) = 0. q.e.d.

r is dus beschouwd een verzameling van punten, die niet terugke-

na herhaalde uitvoering van de transformatie T bij een bepaalde

t)
ze van t. De verzameling van punten, die voor geen enkele waarde

t terugkeren is een deelverzameling van deze verzameling.

e uitspraak luidt nu: Is voor een bepaald systeem de verzameling B
t leeg, dan is alleen de Quasi-Ergoden hypothese compatibel met
gedrag van het systeem. Meer kan naar aanleiding van het terug-
rtheorema niet gezegd worden. Men merke op, dat uitgegaan wordt
een verzameling X, die opgevat wordt als de verzameling van pun-

waarop de transformatie T die bepaald is door de Hamilton verge-

£?
kingen, kan worden toegepast. Dit zijn de punten, die wij mogelijk
akteriserende punten hebben genoemd. Uit het feit dat bijna alle
elijk karakteriserende punten terugkeren is te concluderen, dat

e punten op één baan zouden kunnen liggen. Het gelijktijdig trans-
meren van een verzameling punten in [ loopt vooruit op wat in 7

worden uiteengezet.

verband met dit theorema van Poincaré kan een z.g. gemiddelde terug-

rtijd gedefinieerd worden, als /L(X) op 1 genormeerd is, nl.

@=7L%\—)— R (1.7)

het geval dat de transformatie Tt metrisch transitief is, hetgeen

zeggen, dat de enige invariante onderruimten van X de maat O of 1

ben. ® wordt ook wel Poincaré cyclus genoemd.




Het theorema van Poincaré is een der centrale stellingen in de
irgodentheorie, welke theorie direct is voortgevloeid uit de
istische mechanica, maar waarin de physische oorsprong nauwe-

5 kan worden teruggevonden (zie 1it.1).

1eorema van Boltzmann

Over de Poincaré cyclus is veelvuldig gediscussieerd in verband
ie vraag of het mogelijk is met behulp van reversibele mechanische
:ssen irreversibele processen te beschrijven. De discussie over

>unt is uitgegroeid tot een zeer groot gebied van problemen, die,

sgenstelling tot de problemen in de Ergodentheorie, van meer
amatisch physische aard zijn. s
3t eerste gezicht houdt het bestaan van een Poincaré cyclus voor
lynamisch systeem in, dat het antwoord op de gestelde vraag ont-
and is. Is het aantal deeltjes van een systeem echter zeer groot,
is ook de Poincaré cyclus groot en wel zeer veel groter dan de
relaxatietijd die het macroscopische systeem nodig heeft om tot
s3venwicht te komen. Door dit argument is de vraag weer open.
tudie van irreversibele processen vormt heden wel het belang-
ste deel van de statistische mechanica. Het feit dat de baan in
gevallen niet continu is, maar bestaat uit zeer vele stukjes van
irende lengte heeft geleid tot het invoeren van de methoden van de
schijnlijkheidsrekening als de theorie van Markoffprocessen e.d.
lit. 2).
>enstaande problemen op dit gebied behoren tot de interessantste
ie toegepaste wiskunde, maar zullen niet aangeroerd worden, daar
[sing probleem behoort tot de problemen betreffende de beschrij-
van systemen in evenwicht. Dat wij hier toch ingaan op het
1ig van systemen in de loop van de tijd, heeft zijn oorzaak in de
te plaats in het feit, dat wij het Ising probleem willen plaatsen
3 statistische mechanica, maar in de tweede plaats kan men in een
iding tot een statistisch mechanisch probleem moeilijk voorbij-
aan het historisch zo belangrijke theorema van’ Boltzmann, dat

1d staat als het H-theorema.
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11 dat f($,t)d$ de fractie deeltjes van een systeem aangeeft, dat
L tijde t snelheden heeft, die liggen tussen v en V+dv. f(V,t) is
; een momentane snelheidsverdeling van de deeltjes. Uitgaande van
schouwingen over het aantal botsingen tussen deeltjes, behorende
. twee groepen met snelheden in verschillende intervallen, welk:
ital botsingen hij evenredig stelde aan het product van de aan-

.len deeltjes in de beide groepen (Stosszahlansatz), leidde

.tzmann de naar hem genoemde vergelijkmng af. Uit deze vergelij-
ig welke geheel thuishoort in de theorie der irreversibele pro-

ssen, volgt de fundamentele ongelijkheid

d
TH €O (1.8)
\rbi j H = f £(V,t) log £(V,t) dv . (1.9)

: grote belang van dit theorema van Boltzmann is nu, dat men in
grootheid H het tegengestelde van de thermodynamische grootheid
:ropie kan zien, en daarmede het verband kan proberen te leggen
ssen mechanistische beschouwingen over de microscopische ele-
iten waaruit de materie bestaat en themmodynamische beschou-
iIgen over de macroscopische eigenschappen die de materie bezit.
: bestaan van een Poincaré cyclus maakt dat men echter kan

rgen dat H na verloop van tijd weer practisch de beginwaarde zal
sten aannemen en dus niet altijd niet-stijgend kan zijn. Dit
idamentele bezwaar werd geopperd door Zermelo. Er zij opgemerkt,
: het gelijkteken in (I.8) alleen geldt voor zeer speciale
:lheidsverdelingen. Daar het theorema van Boltzmann te fraai

5t in het beeld, dat wij van irreversibele processen hebben, ié
; de invoering van de dichtheidsfunctie die nader ondér de loupe

dt genomen.
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Ensembles. Theorema van Liouville

De beschrijving van een systeem door middel van de baan in de
jeruimte van één enkel punt, dat het systeem karakteriseert,
idt in dat wij menen in principe de beginvoorwaarden te kunnen
‘en. Anders is het onmogelijk om uit te maken welke baan de juiste
tenzij alle mogelijke verzamelingen beginvoorwaarden banen be=-
.en, die aanleiding geven tot dezelfde dichtheidsfunctie p(p,q),
welk geval het voor de beschrijving van een systeem niets uit-
kt welke baan wij kiezen. Bij aanname van de Ergoden hypothese
dit zo.
. belangrijk feit is echter dat het verloop in de tijd van het
tiddelde van een physische grootheid, niet kan worden gegeven
r (I1.5). Van EEEEE is het idee afkomstig om daarom in de fase-
mte [" een verdeling van mogelijk karakteriserende punten aan te
ien (al eerder beschouwde Boltzmann verdelingen in de p-ruimten,
gegeven in (I.1)). Een dergelijkeverzameling punten in (" noemt
. een ensemble.
.einde de verdeling van deze punten in " te onderscheiden van de
deling ¢(p,q), die gedefinieerd werd aan de hand van de baan,
. één enkel punt in [ beschreef, zullen we deze verdeling aan-
‘en met D(p,q,t). D(p,q,t)dpdq geeft aan de waarschijnlijkheid
het systeem ten tijde t aan te treffen in het volume-element
q, dat het punt (p,q) bevat. De normering is als in (I1.6).
bestaan van een Poincaré cyclus voor de beweging van elk der
ten van het ensemble is nu irrelevant. Het gedrag in de tijd
. het gemiddelde van een bepaalde grootheid f(p,q) kan nu worden
volgd d.m.v.

f(t) = f f(p,q) D(p,q,t) dpdq . (1.10)
r!

studie van irreversibele processen is derhalve in essentie de

die van het gedrag van D(p,q,t). Weet men hoe D(p,q,t) naar een
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3D - -
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- 2H 3D 9H 3D
- - Tt (- - ) -

o1 mo1 ¢ 9%y, 9Py, 9Py 24,

{mp}] . (1.13)

partieéle afgeleide van D naar de tijd is dus gelijk aan het
sson-haakje van H en D. Deze betrekking staat bekend als het
orema van Liouville. Men verifieert gemakkelijk, dat het theore-

b0k te formuleren is als

d D(p,q,t)
dt

1
o

(I.14)

deze laatste formulering ziet men dat de dichtheid langs een

n constant is.

Irreversibele processen

In 5 t/m 7 zijn enkele belangrijke begrippen en theorema's
zeroerd aan de hand van beschouwingen over irreversibele pro-
sen. Alvorens op de beschrijving van systemen in evenwicht in te
n zullen wij nog enkele ontwikkelingen op het gebied van de irre-
sibele processen aanstippen.

1 dat de begintoestand van een systeem gekarakteriseerd wordt

r een verzameling punten in F, opeengehoopt in een bepaald

zelte i.v.m. physische bijcondities. Men stelle zich voor de

ten in | die een gas karakteriseren, dat zich in een hoek van
overigens leeg vat bevindt. Het gas zal de ruimte opvullen en
rmede zal corresponderen een vervorming van het gebied in P, dat

akteriserende punten bevat, z6, dat ook in " een evenwichts-




-13=-

deling zal ontstaan, corresponderende met de physische even-
chtsverdeling van gas-deeltjes in het vat. Beschouwt men een gas
; een constante totale energie, dan zullen de punten in r op een
vervlak liggen en een constante dichtheid op dit oppervlak zal
dichtheid van de evenwichtsverdeling zijn.

: theorema van Liouville leert echter, dat de dichtheid langs

1 baan constant is, zodat een evenwichtsverdeling dan alleen kan
:reden, als men niet al te kleine gebiedjes beschouwt ter bepa-
ig van de dichtheid. Elk gebiedje in r'(van mogelijk karakteri-
‘ende punten) zal, bij een naar evenwicht strevende verdeling, in
loop van de tijd doorkruist zijn door een aantal armen van de
.ilep, waartoe de oorspronkelijk opeengehoopte verzameling punten
th zal hebben ontwikkeld. Ehrenfest voerde een dergelijke grove
ththeid in (grobe Dichte, coarse-grained density). Definieert men
analoog aan de uitdrukking H van Boltzmann, die gesteld was in
‘men g¢an de snelheden in een snelheidsverdeling (I.9), een
‘ropie in termen van grove dichtheden in een grove dichtheden-
‘deling, dan kan men bewijzen, dat de aldus gedefinieerde entro-
* toeneemt in de tijd. Echter is dan niet bekend op welke wijze.
. kleine succesje op de weg naar de beschrijving van irreversi-
.e processen, houdt direct verband met het theorema van

tzmann (I1.8,1.9).

. afleiding van een vergelijking analoog aan de Boltzmann~
gelijking in termen van de waarschijnlijkheidsrekening is gege-
. door Kac (zie 1lit. 3). Deze vergelijking heeft betrekking op
. verdeling van punten in een onderruimte van F, nl. de ruimte
‘espannen door de componenten van de impulsen. Bij aanname van
mtieke deeltjes in het systeem, komt dit neer op het beschouwen
. een snelheidsverdeling in I" in de zin van Gibbs (Boltzmann
ichouwde een snelheidsverdeling van de deeltjes in het physische
‘teem, d.w.z. eigenlijk één punt in P). Deze vergelijking van Kac

at bekend als de '"Master''-vergelijking. Het gedrag van de

ster''-dichtheid wordt beschreven door een vergelijking, die

ruikt kan worden in plaats van de vergelijking van Liouville
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13). In welke zin deze 'Master''-vergelijking een benadering is
de vergelijking van Liouville, is één van de belangrijke
zende problemen in de statistische mechanica. Met het eveneens
¢ in de belangstelling staande onderzoek naar 'de weg terug'
Liouville vergelijking naar Boltzmann vergelijking is een

in gemaakt door Born, Bogoliubov, Green, Kirkwood en Yvon.

Systemen in evenwicht. Microcanonisch ensemble

Beschouwen we systemen in evenwicht dan wordt het statistisch
iddelde van een grootheid . gegeven door het analogon van
5) nl.

f = f £(p,q) D(p,q) dpdq (1.15)
r

iichtheidsfunctie D(p,q), die we nader zullen beschouwen, hangt
1iet meer expliciet van t af.
r de beschrijving van een systeem met totale energie EO kunnen
>ns, als reeds eerder gezegd, beperken tot een verdeling op een
srvlak in [ van punten, die in overeenstemming zijn met een
ile energie EO voor het systeem. We hebben dus te maken met een
tributie van punten in F, geconcentreerd op een oppervlak.
ls we in 8 hebben besproken, is de dichtheid langs een baan
stant i.v.m. het theorema van Liouville, maar kan een grove
1theid mogelijk een beschrijving geven van de overgang naar een
awwichtsverdeling. Om een evenwicht te beschrijven, ligt het dan
r de hand om te zorgen, dat ook een dergelijke grove dichtheid
stant is. Dit is te doen door als standaard ensemble te kiezen

ensemble met
D(p,q) = Constante . S(E—EO) . (1.16)

dergelijk ensemble heet microcanonisch ensemble. Heeft het sys-
anlly =1
n een totale impuls BO of een totaal draaiimpuls Lo dan kunnen

verdere centreringen worden aangebracht door factoren als
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'—Eo) enS(L—Lo). Ter voorkoming van de moeilijkheden, die rijzen

wv. de deltafuncties, waarop wij niet zullen ingaan, beschouwt

. veelal in " schillen bestaande uit punten die systemen karakte-

eren waarvan de. energie tussen E0 en EO+AEO ligt.

r het doen van de keuze (I.16) voor het ensemble, neemt men aan
alle punten op het oppervlak equiValent zijn voor het karakte-

.eren van het systeem. De constante in (I.16) is bepaald door de

mering van D(p,q) analoog aan (1.6) nl.

( D(p,q) dpdq =1 . , (1.17)
r

orens over te gaan tot het opstellen van een dichtheid in F,
chikt voor de beschrijving van een systeem, waarvan de energie
ine fluctuaties vertoont, hetgeen een vrijwat reé&lere beschrij-
g van een systeem in evenwicht is (bijv. een systeem in een
rmostaat), willen we nog even aanknopen bij wat gezegd is in

n 8.

verband met (I.8), vatte Boltzmann de grootheid H als negatieve
ropie op. Het analogon van -H in de ensemble theorie is de

drukking

I = - f D(p,q) log D{(p,q) dpdq . (1.18)
F

gelijken we (I1.18) met (I.15), dan zien we, dat we § kunnen

rijven als

I = - log D(p,q) . (1.19)

is dit verband dat ons doet zien hoe de verbinding tot stand
brengen is tussen de ''microscopische' beschrijving van een sys-
m d.m.v. de dichtheid in de faseruimte en de ''macroscopische"
chrijving van een systeem in termen van thermodynamische
otheden.

r een systeem besloten in een constant volume E, stelt men in
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chermodynamica voor een grootheid I, die men als entropie opvat

dZ 1
F -8 (1.20)

‘bij & de absolute temperatuur genoemd wordt. Omdat de entropie
:n dimensieloze grootheid is, voert men de naar Boltzmann ge-

rde constante k in via
& = kT . (1.21)

»rdt dan in graden Kelvin gemeten. ® had de dimensie van een

rgie. Definieert men de entropie nu als

S = kklogD , (1.22)
is de betrekking (I.20) de bekende relatie

dE = T dS , (1.23)

» een systeem met constant volume.

Canonisch ensemble

Uit de betrekking (I1.23), die voor een systeem met constante
*gie EO irrelevant is, kan men voor een constante dichtheid op
oppervlak wegens (I.22) besluiten tot

E0 = = KT log D + Const. = = KT log D + Const. s

1ieruit tot de gekunstelde betrekking

E
o

D(p,a) = D(p,q) = Const. e ' §(E-E) . (1.24)

: men nu de eis vallen dat de punten in | een systeem met ener-
EO moeten karakteriseren, dan kan men een verdeling van punten

® peschouwen, zé, dat op elk ''energie-oppervlak' een verdeling
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rdeling in een microcanonisch ensemble.

eid van een z.g. Gibbs distributie van

_ E(p,q)

st. e kT . (1.25)

punten in " heet een canonisch ensemble.

gesteld wordt, is natuurlijk niet te be-

rijfwijze (1.24) voor de dichtheid van
Deze schrijfwijze is alleen gebruikt

chtheden van beide ensembles aan te

ng van de punten in r‘wat betreft de
over de snelheden, als alle deeltjes

gas, dezelfde massa m bezitten), dan is

m een deeltje aan te treffen met snel-

mpulsen tussen p en p+dp, gegeven door
mv2
[' 2KT ] v,

tor f is te verkrijgen uit de normering.

dsverdeling der snelheden vindt men dan

‘] exp [— EXE ] dv‘ . (1.26)

oltzmann snelheidsverdeling voor de

uze van (I.25) voor de dichtheid van een
nu verdedigen door te wijzen op het
erdeling der sralheden in het theorema

gelijkteken geldt.
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Partitiefunctie

Het verband tussen de microscopische beschrijving va
m d.m.v. de dichtheidsfunctie van het canonisch ensemb
roscopische beschrijving d.m.v. thermodynamische groot
dt gelegd door de substitutie van de Gibbs~distributie

het reeds in 9 genoemde verband

S = - k log D(p,q)
vinden
E
S = - k log Const. + T
el
E-TS = F = kT log Const.

s de z.g. vrije energie van het systeem. Uit de normal

D(p,q) volgt nu

F
e ¥7 j. exp [- E(p,q)/kT] dpdq =1 ,
r\
at )
F = - kT 1og.f. exp | - E(p,q)/kT] dpddq,

de vrije energie F zijn de andere thermodynamische gr
ect af te leiden. Het fundamentele belang van de kenni
,q4) voor de beschrijving van een systeem komt dus tot
28). De mogelijkheid om een systeem te beschrijven is

de mogelijkheid de functie

Z = ‘r exp [- E(p,q)/kT] dpdq
r

berekenen. Deze fundamentele grootheid Z wordt de part

ctie van het canonisch ensemble genoemd. Dergelijke pa




-19-
ncties zijn ook te definiéren voor het microcanonisch ensemble,
t verder niet ter sprake komst, en voor het z.g. macrocanonisch

semble, dat eveneens buiten onze beschouwingen blijft.

Statistische quantummechanica

Alvorens ons verder bezig te houden met de bestudering van
rtitiefuncties, zullen we een verdere afbakening geven van het
obleemgebied dat wij uiteindelijk wensen te behandelen. Door ons

beperken tot stationaire systemen hebben wij reeds een belangrijk
el der statistische mechanica buitengesloten. Ook de statistische
antummechanica zal worden buitengesloten, maar zoals bij het
ellen van het Ising probleem zal blijken, is het noodzakelijk te
fereren aan een enkel ddel van het formularium van de statis-
sche quantummechanica. Bovendien zijn de gevolgen voor de statis-
sche beschrijving van het feit,dat een systeem quantummechanisch
i.p.v. klassiek mechanisch, belangrijk genoeg om althans summger
handeld te worden.

s een quantummechanisch systeem zich kan bevinden in een eindig
oneindig aantal discrete toestanden, die we zullen aangeven met
n index m of n=1,2,3,... etc., dan zal het systeem beschreven

rden door een golffunctie

Vo= Y ¢ (@ (1.30)
n

arbij de cn's coéfficiénten zijn en.?h‘q) de genormeerde eigen-
ncties van bijv. de energieoperator (Hamiltoniaan) van het sys-
em bij de eigenwaarden En'

t quantummechanisch gemiddelde van een grootheid f is dan zpals

kend:
{£) = f \y* fptda (1.31)

sk
arbij ?’ de complex toegevoegde functie van Y is en fop de
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ator toegevoegd aan f. Met andere woorden

gy =S¥t = FyD £ (1.32)
mn mn
£ = fff;kl(q) £op Fu(@) da (1.33)

rrootheden Dmn’ die in het algemeen van de tijdsparameter t af-
ren, vormen de elementen van een matrix D en de grootheden fnm
:lementen van een matrix f. De dimensie van deze matrices is

.jk aan het aantal toestanden, waarin het systeem zich kan be-

len. Voor het quantummechanisch gemiddelde van f vinden we dus

(&Y = Z(Df)nn = Sp Df . (I.34)
n

rroothedd Dnn wordt geinterpreteerd als de waarschijnlijkheid

1et systeem in de toestand n aan te treffen. Derhalve geldt
iormering

*
ii c c = SpD = 1 . (1.35)
n n

: normering van de waarschijnlijkheden normeert ook de golf-
rtie *4

zover hebben wij alleen gesproken over het quantummechanisch
.ddelde van een grootheid, over de z.g. verwachtingswaarde van
grootheid. Willen we nu ook bij een quantummechanisch beschre-
systeem een statistische middeling uitvoeren, dan rijst de

g wad de analoga zijn van de dichtheidsfunctie en de partitie-
:tie. Dat men na het invoeren van een quantummechanisch gemid-
le ook een statistisch gemiddelde wil beschouwen, vindt zijn
raak in het feit dat het systeem zich weliswaar in een of

sre toestand bevindt, die beschreven wordt door de golffunctie v,

> deze golffunctie slechts in zoverre bepaald is als de bij-
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lities van de parti&le differentiaalvergelijking (bijv. de
‘86dinger vergelijking), waaraan QImoet voldoen, bepaald zijn.

: bijcondities zijn even complex als de beginvoorwaarden voor
systeem dat klassiek mechanisch beschreven wordt.
.nterpretatie van Dn = Dnn als waarschijnlijkheid leidttot een
.nitie van het statistisch gemiddelde van een grootheid f als

f = Dn fnn . (1.36)

ylaats van met een dichtheidsfunctie D(p,q) hebben wij nu te

:n met een dichtheidsmatrix D. Het quantummechanische analogon

de vergelijking van Liouville is de uitdrukking voor de tijds-
:leide van D, nu opgevat als Dop’ welke operator niet expliciet
t afhangt,

. i i
D - = - - = .
op i (EopDop DopEop) Fed [ Eop’DQp] ’ (1.37)

*bij EOp de Hamiltoniaan van het systeem is en i de constante
Planck gedeeld door 2m. Dop is toegevoegd aan een constante van
3ging als de commutator van Dop met EOp (het quantummechanisch
logon van de Poissonhaakjes) nul is. Dan echter is DOp een
ronaal matrix in de z.g. energierepresentatie, d.w.z. als men de

ienten van DOp definieert als
D (@ ¢ a * o s 38
m,n - | $nld ¢ (@ c c dg= c c d(m , (I.38)

*bij 5(n,m) het bekende Kronecker 5—symbool is en gebruik ge-
tt is van de orthonormaliteit van de eigenfuncties 7% van Eop'
> definitie is nog ntet geheel het analogon van de dichtheids-
:tie van een ensemble. Men refereert nl. d.m.v. de coéfficié&nten
an cn aan een bepaalde toestandsfunctie ? en verleent daarmede
schillende waarschijnlijkheden aan de energietoestanden.

nen al het analogon van de dichtheidsfunctie van het microca-

isch ensemble wenst te geven, dan dient men toch een bepaald
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zieniveau Eo te kiezen en dit brengt met zich mee, dat alleen
ontaarding van dit niveau een niet-triviale dichtheidsmatrix op
tellen is. Analoog aan de keuze van een standaardverdeling in P,
en daarenboven de coé&fficiénten ci gelijk te zijn voor de defi-
e van een standaard dichtheidsmatrix. Wij zullen echter slechts
an op het canonisch ensemble, omdat bij het Ising probleem van
dergelijk ensemble sprake is. Het natuurlijke analogon van de
itiefunctie (I1.29) is, daar wij nu met discrete energieniveaux
aken hebben,

E
n

z =Ze kT (1.39)
n

0ij En de, niet ontaarde, energieniveaux van het systeem zijn.
zal daarom niemand verbazen, dat de definitie van de dicht-

smatrix voor een quantummechanisch canonisch ensemble nu is

E
2P
kT

N -
Dmn = J’?n(Q) ©

?n}q) dg . (1.40)

artitiefunctie, ook wel toestandssom genoemd, wordt gedefini-

als

z =)o . (1.41)

?n en ?h eigenfuncties van Eop, dan is de dichtheidsmatrix
>naal en voor (I.41) vinden we (I.39) terug,

ij opgemerkt, dat de uitdrukkingen (I.29) en (I.41) in werke-
1eid nog voorzien zijn van getalfactoren. Deze zijn afhankelijk
van het aantal deeltjes waaruit het systeem bestaat en hebben
te maken met de onderscheidbaarheid van de elementen van het
zem. Hierop zullen wij niet ingaan. Ook de belangrijke pro-

2n, die verband houden met het wel resp. niet mogelijk zijn

twee elementen zich in precies dezelfde toestand bevinden
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v.z. het niet resp. wel geldig zijn van het uitsluitingsprincipe

Pauli), zullen niet aangeroerd worden.

Configurationele partitiefunctie

In de partitiefunctie van het canonisch ensemble komt de ener-
van het te beschrijven systeem voor als functie E(p,q) of als
rator Eop' Het is met betrekking tot deenergie, dat wij ons pro-
amgebied verder zullen inperken.
splitsing in een kinetisch deel EK(p) en een potentieel deel
1) is alteen mogelijk in het klassiek mechanische geval, omdat
»psplitsing in het geval dat wij met EK op en EP op te maken
sen niet eenduidig bepaald is, daar beide operatoren niet commu-

an. We zullen ons beperken tot het klassiek mechanische geval.

r een één-atomig gas van N identieke deeltjes met massa m is bijv.

3N p2
E_ = 5: 2 en E_=V() . (1.42)
K o 2m P

) is de interactie-energie van de deeltjes onderling, welke
sen afhankelijk wordt verondersteld van de plaats van de deel-
5 t.o.v. elkaar. Voor V(q) kunnen verschillende aannamen worden
aakt.
oartitiefunctie (I.29) is nu te splitsen in twee factoren als
It:

2

3N pP.
(F exp [— Z gn-ﬁl;:f] dp f(‘ exp [ - V(q)] dq , (1.43)

1 i=1 2

rbij f; en fé deelruimten van r zijn van dimensie 3N. De tweede
tor in Z heet het configurationele deel van de partitiefunctie,
wel configurationele partitiefunctie genoemd.

configurationele deel van de partitiefunctie is irrelevant als

) 0, d.w.z. als er geen interactie is tussen de deeltjes, dus
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we te maken hebben met een z.g. ideaal gas. De berekening van
erste factor is gemakkelijk. Ook als er andere vrijheidsgraden
dan de mogelijkheden van translatie, zoals bijv. de mogelijk-
n van rotatie van de deeltjes, is de eerste factor een inte-

1 van hetzelfde eenvoudige type.

erekening van Z wordt ogenblikkelijk zeer veel moeilijker, als
niet nul is, in welk geval we dus in ons voorbeeld met een
-ideaal gas te maken hebben.

en de deeltjes vast in een rooster, dan is EK(p) = 0 en is onze
enkel en alleen bepaald tot het berekenen van het configura-
ele deel. Dit deel is dan echter geen integraal maar is een som
het type (I.39). Het Ising probleem is het probleem een derge-

e toestandssom uit te rekenen bij nog nader te omschrijven vorm

v(q) .
Ovefgangen

Wij zullen ons dus bezighouden met het berekenen van het con-
rationele deel van een partitiefunctie. Voor het beschrijven

een systeem is dit de enig relevante bezigheid nu het forma-

e eenmaal opgesteld is. Het is echter weinig interessant een
hrijving te geven van bijv. een gas in evenwicht bij een be-

de druk, een bepaald volume en een bepaalde temperatuur. Dit is
net zo interessant als het bekijken van een scéne in een toneel-
waarbij alle figuren in een bepaalde stemming verkeren, een
ming die echter niet verandert, ook niet als de acteurs van

ts veranderen. Het wordt pas leuk als de stemming op het toneel
t en het vrolijk gewirwar van de figuren aldaar plaats maakt

een verzameling van vechtende groepen, bestaande uit aan elkaar
rende personen, of als bij het stijgen van de stemming in de

de gerichtheid op het toneel plaats maakt voor een ordeloze
partij. Men neme mij niet kwalijk als ik zeg, dat dergelijke
gangen de moeite van het bekijken waard zijn. Het is namelijk op
naloga van dergelijke overgangen, dat wij onze aandacht zullen

entreren.
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maakt onderscheid tussen twee soorten overgangen in de statis-
the mechanica. In eerste instantie zou men overgangen van de
ste soort kunnen definiéren als faseovergangen, die niet gepaard
1 met een verdwijnen of ontstaan van een bepaalde ordening van
slementen van het systeem, en overgangen van de tweede soort als
waarbij dat wel het geval is. De condensatie van gassen is dan-
voorbeeld van een eerste orde overgang. De overgang die een
‘omagneet bij verhitten vertoont, nl. het verloren gaan van het
letisme, dat qualitatief verklaard wordt door te zeggen dat de
sning van de atomaire spins verstoord wordt door de warmtebewe-
;, is dan een voorbeeld van een tweede orde overgang. Het smel-
van een vaste stof is dan echter ook een tweede orde overgang,
/ijl toch thermodynamisch een geheel ander gedrag wordt waarge-
:n dan bij de ferromagneet.
't men met Ehrenfest het thermodynamisch gedrag op de eerste

its, dan is een definitie te geven aan de hand van de z.g.

'‘modynamische potentiaal

G=E-TS + PV , (1.44)

bij P en V resp. de druk en het volume van het systeem aangeven.

;aat het systeem uit N-deeltjes, dan is de inwendige energie per

Ltje
E G T 3G G ? oM
— DD e e e P———: —Ti"P—‘—- .
N N~ N T 2 M 3T 2P (1.45)
5 de thermodynamische potentiaal per deeltje.
ilefinities zijn nu als volgt:
ap L

lerste orde overgangen zijn overgangen waarbij 3T en 5P
liscontinuiteiten vertonen.

[weede orde overgangen zijn overgangen waarbij de energie
rontinu verandert, doch tweede afgeleiden van de thermodyna-

nische potentiaal discontinuiteiten of singulariteiten vertonen.
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‘eval a) treden dan bijv. condensatiewarmte of smeltwarmte

op. Het smelten van een vaste stof is nu een eerste orde over-
', ondanks het verloren gaan van ordening.

verlies van magnetisme van een ferromagneet is een tweede orde
gang, want deze overgang gaat gepaard met een piek in de
rimentele curve van de soortelijke warmte bij constant volume CV
functie van de temperatuur, bij een temperatuur die het Curie-

genoemd wordt. De gedaante van de curve is die van de Griekse
.er lambda.Bijgevolg spreekt men ook wel van een.)~punt.
'gangen van de eerste orde vormen een groot probleemgebied in de
‘istische mechanica. Het berekenen van de partitiefunctie van een
~ideaal gas bij bepaalde aannamen betreffende V(q) is een belang-
. stuk theorie, waarbij vooral de naam van Mayer genoemd dient
orden. Dergelijke berekeningen geven echter slechts een adequate
‘hrijving van voornamelijk het qualitatieve karakter van de over-
© van gas naar vloeistof. Een model van een vlaeistof en daarmede
logelijkheid tot beschrijving van de vloeistoffase ontbreekt.
aunnen niet zonder meer stellen, dat we ons bezig zullen houden
tweede orde overgangen, of beter gezegd met de modellen voor
.emen die een dergelijke overgang vertonen, daar wij immers voor

nog een keuze zullen maken. Bovendien zijn er ook tweede orde
'gangen bekend, eveneens bij z.g. X-punten, bij verschijnselen
voornamelijk op te vatten zijn als quantumeffecten, nl. ver-
.jnselen als bijv. superfluiditeit en supergeleiding. Van de
ndeling van de quantumstatistische modellen voor dergelijke zeer
sressante verschijnselen hebben we reeds afgezien. Voor de andere
:de orde overgangen, die voornamelijk verband houden met het
nderen of verdwijnen van ordeningen in het beschouwde systeem,
'r maar één mathematisch enigermate hanteerbaar model, dat in
geval qualitatief een betrouwbare beschrijving geeft van

‘elijke z.g. orde-wanorde problemen en wel voor beide fasen be-

ken bij de overgang. Dit model is het Ising model. Het bere-

;m van de partitiefunctie van het Ising model voor een bepaald




teem s
ende,
plaats

luiten

eratuu

-27-

ekend als het Ising prob
n zich enigszins een bee
et Ising probleem in de

eze inleiding.

, Lectures on Ergodic

Japan. (1956).

Probability and Rel

Sciences.

Third Berkeley Symp
Vol. III, p. 171.

tat. and Prob.;

t systeem.
nen vormen van

mechanica,

h. Soc. of

in Physical




-28-

drobleemstelling. Enige belangrijke methoden

[sing model

In 1925 publiceerde Ernst Ising een artikel,waarin hij een model
arde voor een ferromagneet.Hij beschouwde een lineaire keten van
sntaire 'magneten' op onderling gelijke afstanden. Hij nam aan dat
magneten slechts in wisselwerking stonden met nabuurmagneten en
ar dat er slechts twee waarden waren voor de interactieenergie

>n nabuurmagneten, voor elk nabuurpaar dezelfde waarden, Het beeld
sen ferromagneet als een verzameling elementaireimagneten houdt "in
ieze vooralsnog verschfllende standen in kunnen nemen. Zo men al
nagnetische dipolen denkt, dan is de aanname dus, dat deze slechts
vee manieren t.o.v.. elkaar kunnen staan, bijv. gelijk of tegen-
21d gericht langs de keten.

Teneinde een idee te krijgen van de waarde van deze aannamen,

an we een meer realistisch beeld geven van de interacties verant-
ielijk voor het verschijnsel ferromagnetisme. De wisselwerking

an atomen in een magneet is er hoofdzakelijk een tussen electronen
electronen hebben een magnetisch moment, dat verantwoordeli jk

21d wordt voor het magnetisme. De quantummechanisch beschreven
ractieenergie staat bekend als ""Austausch''-energie. In het z.g.
anberg model neemt men nu aan dat deze energie slechts groot is
naburige atomen en dat de mogelijke waarden van de interactie-
zie de eigenwaarden van de ""Austausch''-energie operator zijn.
Heisenberg model, dat zeker in beginsel realistischer is dan het

7 model, is echter dermate gecompliceerd, dat men niet aan benade-
zn ontkomt, terwijl ook andere bezwaren tegen het Heisenberg model
ingebracht (zie 1it. 4. pag. 64). Gezien nu in het licht van het
, dat op goede gronden aangenomen kan worden dat de 'Austausch''-
zie slechts groot is voor naburige atomen, is de eerste aanname
Ising niet onbevredigend. Ook de ''quanteus'' aandoende tweede

ame is niet van enige zin ontbloot.
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s nog een andere lans te breken voor het Ising model. Dit model is
1ijk niet alleen voor het ferromagnetisme van belang. Er zijn vrij
problemen, die tot een behandeling voeren m.b.v. een model, dat in
ntie het Ising model is en met een probleemstelling die in essentie
van het Ising probleem is.

Vooralsnog hebben wij gesproken over een lineaire keten, een z.g.
imensionaal Ising model. We zullen niet meer van elementaire mag-
m spreken, maar de historisch gegroeide conventie aanhouden en
ken van elementen die twee mogelijke ''spins' kunnen hebben, aan te
mm door bijv. twee getallen. Men kan dan zeggen§9at een van de bei-
rmarden van de interactieenergie correspondeert met gelijke spins
le andere met tegengestelde spins. Voor de getallen kiest men met
y +1 eg»—l,_wat niet noodzakelijk maar wel het handigst is.

:unnen nu overgaan tot de volgende definitie:

Ising model is een ordening van elementen in een rooster, waarbi j
\angegeven welke elementen als naaste buren moeten worden beschouwd,
1ijl de beide aannamen voor de lineaire keten worden overgenomen,

;v het voorbehoud dat de interactieenergie voor nabuurparen niet

36 dezelfde waarden behoeft aan te nemen voor elk nabuurpaar.
inkelijk van het feit of het rooster twee- of driedimensionaal
spreekt men van een twee- of driedimensionaal Ising model. Wij

len verder altijd spreken van deze modellen in de speciale gevallen,

de ordening der elementen een kwadratisch resp. kubisch rooster

svert.

[sing probleem

1et invoeren van het begrip Ising model, kunnen we het Ising pro-
am stellen. De elementen van het rooster vormen een systeem waar-
de totale energie verschillende waarden En (n =1,2,3,...N) zal
1en aannemen, afhankelijk van de spintoestanden der elementen.

2 energieniveaux zullen discreet zijn, sommige zullen samenvallen,

r1et thermodynamische gedrag van het systeem zal derhalve te be-

snen zijn uit de partitiefunctie van het systeem, die een toestands-
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is als gegeven door (I.39) nl.

N
Z= ) exp [—En/KT] : (1.39)
n=i-

zij opgemerkt, dat er slechts een potentieel deel van de energie
ezig is. Vergelijken we met (I.42), dan is Ek =0, Ep = En en
v. de integratie over q in (I.43) hebben we nu een sommatie over n.
berekenen van deze toestandssom voor een Ising model staat bekend
het Ising probleem voor dat model. Wij hebben reeds gezegd ons te
en beperken tot gwadratische en kubische roosters. Er zijn in der-
jke roosters twee resp. drie riclitingen aan te geven. De waarden
de interactieenergie tussen nabuurparen zal voor alle paren in een
alde richting gelijk worden genomen, doch niet noodzakelijkerwijs
alle richtingen gelijk. Tevens zal worden aangenomen, dat er geen
re interacties dan die tussen nabuurparen zijn, in welke gevallen
ook wel van een Ising model spreekt. Door deze beperkingen is het
ogelijk om zonder meer te spreken van het Ising probleem in een,
of drie dimensies. Men kan nog slechts onderscheid maken ten
ien van het wel of niet gelijk zijn van de interacties in de ver-
llende richtingen en ten aanzien van de grootte van de interactie-
gieén.
rens te beginnen met het bespreken van enkele methoden gebruikt bij
benaderen van het Ising probleem, zij oppervlakkig verteld wat tot
er is bereikt. Het probleem in een dimensie is opgelost, ook bij
ezigheid van uitwendige invloeden zoals bijv. een uitwendig (mag-
sch) veld in wisselwerking met de elementen., Dit is reeds door
g zelf gedaan (zie 1lit. 5). Bij afwezigheid van een uitwendig veld
k er geen spontane magnetisatie te bestaan. We herinneren eraan,
het bestaan van spontane magnetisatie van bijv.ijzer en het verdwijnen
1bij verhitting tot de Curietemperatuur de phenomenologische achter-
d vormen van het Ising probleem. Ising trok de foute conclusie, dat
de twee- en driedimensionale modellen geen spontane magnetisatie
en vertonen. De mogelijkheid van het bestaan van spontane magneti-

e voor een tweedimensionaal model werd in 1936 aangetoond door
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1s (zie 1lit. 6). Het probleem in twee dimensies is opgelost maar
de toestandssom van het driedimensionale model is geen gesloten
ukking gevonden,%die zich leent voor een berekening van thermo-
1ische grootheden. Wel zijn approximaties bekend in de vorm van

s termen van een reeksontwikkeling. Bij aanwezigheid van een uit-
.g veld staat ook het probleem in twee dimensies nog open. Daar de
lire verschijnselen echter optreden zonder dat een uitwendig veld
3zig is, is er één Ising probleem, dat, in het kader van de

ricties die gemaakt zijn, verdient het Ising probleem genoemd te
:n, nl. het berekenen van de toestandssom voor het driedimensionale

y model.

>rmulering. Faseruimte

jankelijk van het feit dat we met een één-,twee- of driedimensionaal
1 te maken hebben, kan het probleem als volgt geformuleerd worden.

een rooster bestaat uit N elementen. Elk van deze elementen heeft

¢ () (n =1,2,...N), die de waarden +1 en -1 kan aannemen.
ateractieenergie E(d’(l), 6'(J)) tussen twee nabuurelementen met
6(i) (3

en ¢° hangt af van de waarden der spins en wordt vastge-

A} . "
spin

~

door
E(1,1) = E(-1, -1) = -E(1,-1) = -E(-1, 1) = -J, (11.1)

een bepaalde richting. Voor andere richtingen in het rooster kan
bsolute waarde van deze energie J'én J" zijn. Ter vereenvoudiging

t men in de grootheden
H = J/KT, H' = J'/KT, H" = J"/KT. (11.2)

1lijke waarden voor de bijdrage Hn bp van nabuurparen tot de

nent —En/KT in (I.39) zijn + H, +H' en +H". Deze exponent is te
ijven als E:

H
{n,b.p} n.b.p ’




-32-

et Ising probleem is de berekening van

W

'
D= z exp[ L H pop.) (11.3)

{f(l)zil’ 0’(2)=i1,---,6(N);i1} n.b.p.

is interessant om voor een Ising rooster bestaande uit N elementen
‘aseruimte te beschouwen. Daar elk element zich in twee toestanden
bevinden, zijn er 2N mogelijk karakteriserende punten. Deze liggen
ren N-dimensionale ruimte, daar de deelruimte A,.t.e.m. My een-
;mmsionaal zijn. In elk der 44 -ruimten zijn er twee coordinaten die
* karakterisering in aanmerking.komen, nl. de coordinaten +1 en -1.
iogelijk karakteriserende punten liggen dus alle op een afstand
van de oorsprong van de faseruimte. Dit ter aanvulling op wat reeds
:)gd is in I.3.
1igt nu voor de hand om de formule (II.3) te beschouwen en te zien
er tot dusver aan deze formule is gerekend en dan te beginnen met
yerekening van Ising voor het ééndimensionale model. Echter is de
1ode die Ising gevolgd heeft slechts van historisch belang, Het
jleem in een dimensie is op een enkele bladzijde te behandelen,
5 men een geschikte methode kiest. Deze methode is echter het resul-
: van een ontwikkeling in de methode van aanpak, die tot dusver cul-
serde in de behandeling van het probleem in twee dimensies zoals die
sven is door Onsager in 1944 (zie 1lit. 7). Het is op deze ontwikke-
; in de methode, die wij het best de ontwikkeling van de matrix-
jode kunnen noemen, dat wij voornamelijk onze aandacht zullen rich-
Het is de bedoeling om door het aanduiden van de m.i. belangrijk-
stappen in deze ontwikkeling een uitzicht te geven op het probleem

jrie dimensies. Het probleem in een dimensie zal en passant worden

indeld.
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e combinatorische methode

is ondoenlijk om in het kader van deze voordrachten tijd te beste-

aan de verschillende pogingen, die tussen 1925 en 1944 gedaan zijn

e toestandssom voor een tweedimensionaal Ising rooster te bereke-
en waarbij niet sprake is van een formulering in termen van matri-
Er zij daarom verwezen naar het ruim 200 bladzijden tellende over-
tsartikel van Domb (zie 1lit. 4), waarin op tocth nog summiere wijze
elangrijkste wapenfeiten uit de geschiedenis van het Ising probleem
n vermeld.

belangrijkste alternatief van de methode waarbij het probleem in
en van matrices wordt geformuleerd is de z.g. combinatorische

ode. Deze methode is door Kac en Ward ontwikkeld naar een idee van
der Waerden (zie 1lit. 8). Het werk van Kac en Ward dateert van

| en is om twee redenen zeer belangrijk. Ten eerste is een rigou-

e behandeling van het probleem in twee dimensies mogelijk gebleken
en tweede leent deze methode zich in beperkte mate voor een behan-
ng van het probleem in drie dimensies. Zij levert daar een bena-
mde oplossing, waar de matrixmethoden tot dusver verstek hebben

m gaan. Men kan wel stellen, dat in verband met de tweede genoemde
sn het werk aan het Ising probleem zich op het moment hoofdzakelijk
alt tot het vervolmaken van de combinatorische methode. Het is

‘om wel gewenst om in elk geval de opzet van deze methode te behan-
m.,

- een kwadratisch roosternemenwe wor de afkortingen gedefinieerd in

2) aan dat

H=H' . (11.4)

s beperking is niet noodzakelijk. De uitdrukking voor Z in (II.3) is

reer eenvoudig te schrijven. De sommatie over de waarden van de spins
de N rooster elementen duiden we aan met E: . Als het i-de en het
{¢

> element van het rooster buren zijn, dan is de sommatie over

wurparen aan te geven met 2: en krijgen we voor de toestandssom

(i,3)
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7 = z expEH { 6(1) d(j)]. (11.5)
{<] (i,3)

* nu de exponent in (II.5) te herleiden is volgens

expEH d(i) G(J)]= ch H + G(i) C(‘j)sh H =
(i) () (11.6)
= ch H(1+ &~ ¢ 9 th H),
le toestandssom te schrijven als
Z T ch v+ ¢ P 6 Pen m (11.7)

:ijn N roosterelementen en alle elementen, behalve die aan de rand,
.tten 4 naaste buren. Er zijn dus ten naaste bij 2N nabuurparen.

aantal elementen met minder dan 4 buurelementen is van de orde VN.

:oestandssom is dus te schrijven als

7 = (ch H)ZN'O(\BI) ) v E1+6(1)O‘(J)th H] (11.8)
{6},

1erken nu het volgende op. Na uitvermenigvuldigen verkrijgen we een

;:al termen achter het sommatieteken. Alle termen bezitten een even

(1)

:al factoren 4. Als in een term de factor § een oneven aantal

:n voorkomt, dan levert de sommatie over de waarden +1 en -1 van

) (1)

een annihilatie van termen op. Komt & een even aantal malen
» (0 wordt even gerekend), dan levert sommatie over 6(1) een ver-
)eling van termen. Sommatie over alle spins levert een vermenig-
liging van elke term met een factor 0O of 2N, afhankelijk van het

: of een of meer der spinvariabelen in die term een oneven aantal

»:n voorkomt of niet. Stellen we th H = W, dan wordt de toestandssom

4

7= 2N(ch H)ZN_O(\H) Ly (W) (11.9)

*bij LN(W) een machtreeks in W is;

2N-0( M)
Ly = § a_ W, (11.10)

n=0
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probleem is nu teruggebracht tot het bepalen van de coéfficiénten
De belangrijke opmerking is nu, dat voor elk roosterelement dat
sen term vertegenwoordigd is door de bijbehorende spinvariabele,

of vier interacties aan te wijzen zijn met naaste buren, die even-

w

5 in de term vertegenwoordigd zijn door een spinvariabele, die een
1 aantal malen voorkomt als factor. Voegt men nu aan elk paar naaste
sn dat vertegenwoordigd is een lijnstuk toe in het rooster, nl. het
1stuk dat de elementen verbindt, dan ontstaan gesloten figuren.
coéfficiént a, is nu het aantal gesloten figuren, bestaande uit n
astukken, dat op het rooster kan worden aangebracht. Beschouwen we
v. n=4, dan is het duidelijk, dat er slechts één gesloten figuur
>rmd kan worden nl. een vierkant. Dit vierkant kan echter liggen op
2 plaatsen op het rooster. Ter illustratie beschouwen we een schaak-
i. Er zijn 81 ''roosterpunten', doch maar 64 vierkanten. Neemt men
dat de eindpunten van rijen en kolommen met elkaar in wisselwerking
an, men kan zich het rooster gewonden denken op een torus, dan zijn
81 vierkanten. Deze aanname heeft dus het voordeel, dat elk element
aaste buren heeft, hetgeen bijv. de exponent van ch.H in (II.9)
eenvoudigd tot 2N.
e vereenvoudiging is bijzonder prettig voor berekeningen, en is voor
zeer groot rooster te verantwoorden door o.a. het volgende.

is op grond van (I.28) voornamelijk geinteresseerd in log ZN en
enlijk in het gemiddelde van deze grootheid per element van het

ster, d.w.z. in
1
=1 Z._=f .
N %8 N T 'x

r N van de orde van het getal van Avogadro is, is het zinvol te

ken met
f = 1lim f_ = lim = log 2N¢en H)zN_O(Vﬁ)L (W) =
N N N
N=» oo Nepco
= log 2 + lim 1 - OCVN) log{(ch H)z + lim L log L _(W) =
2N N N
N co N o0
2 . 1
= log 2{(ch H)” + lim ¥ log LN(W) . (11.12)

Nw» oo
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ien dat de randeffecten, die zich o.a. in de exponent van de ch H
aar maakten, althans daar te verwaarlozen zijn. Er dient wel op-
rkt te worden, dat de limietovergahg noodzakeli jk is} als‘men eist
er singulariteiten optreden,zodat het model een goed model is van
systeem dat een tweede orde faseovergang vertoont.

is duidelijk, dat de gevolgde methode ook te gebruiken is voor het
driedimensionale model. Elk element heeft nu 6 naaste buren en het
al natuurparen is dus ten naaste bij 3N.Het aantal randelementen
an de orde Q%fﬁ. Onder de aanname dat H=H'=H" komt men op analoge
e voor het driedimensionale model tot

1

£ = log 2(ch H)° + lim % log L. (W) (11.13)

N-yeo N
N) is weer een polynoom in W, en de coéfficienten geven het aantal
cten figuren, bestaande uit een bepaald even aantal 1lijnstukken,
nen in een kubisch rooster kan leggen. Voor het gemak kan ook hier
aangenomen worden, dat eerste en laatste element van een rij in
ler drie richtingen in wisselwerking staan.
srekening van een gesloten uitdrukking voor het tweedimensionale
1 is gelukt, doch voor het driedimensionale model ontbreekt een
21ijke uitdrukking. De berekening van Kac en Ward was opgesteld
aanleiding van bepaalde facetten van de reeds bekende exacte op-
ing van £, in (I1.12), zoals gegeven door Onsager.
2 benaderingen voor het driedimensionale model zijn afgeleid o.a.
/. de toepassing van de combinatorische methoden, die gebruikt
voor de behandeling van de condensatie van gassen zoals die is
ikkeld door o.a. Mayer (zie 1.14), Tot zover onze opmerkingen

de combinatorische methode.
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rde beschouwingen

rens een begin te maken met de formulering van het Ising probleem
srmen van matrices, zullen we aandacht schenken aan orde beschou-
sn, zoals die o.a. gegeven zijn door Bethe in 1935 (zie lit. 9).
ie betrekkingen (II1.1) is te zien, dat buurelementen een voorkeur
an om gelijkgericht te zijn. Als buurelementen +1 en +1 of -1 en

ls spintoestanden hebben, is de interacticenergie lager dan wan-

de toestanden ongelijk teken hebben. Laten we het getal 1 weg

de aanduiding van de spintoestanden, dan zijn de toestanden van

lineaire keten met een minimale energie als volgt aan te geven:

+ o+ o en ceam = = - - .

toestanden zijn in essentie dezelfde.

innen zeggen, dat in deze ketens een volledige ordening aanwezig
De spintoestand . van een element bepaalt een voorkeurstoestand
de spin van de buurelementen en deze op hun beurt weer een voor-
voor de toestand van de elementen aan hun andere zijde etc.

aze wijze beinvloed een element de spintoestand van een element
rotere afstand dan die tussen naaste buren. We zeggen, dat er

ke is van lange-afstandsordening (long-distance order). Deze or-
ng is verbroken, zodra er een of meer elementen fout zitten. Zit
t een "+" een "-", dan zal er voor het andere buurelement van de
sen voorkeur zijn om ook een spintoestand -1 te bezitten. De in-

1"

i van het "+" element over grotere afstand in de richting van
"-" element is genihileerd.

het twee- en driedimensionale rooster ligt de zaak geheel anders.
bepalen immers meer naaste buren de voorkeur van een element

een bepaalde spintoestand.
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g X + + + +
. + + + o+ + 4+ + o+
a b c
fig. 1

in de, aan het artikel van Bethe ontleende, figuur la is gegeven
en tweedimensionaal kwadratisch rooster een paar + - . De voorkeur
het element x voor een bepaalde spintoestand hangt af van alle

" 1"

vende elementen. Het '+ -element bepaalt een voorkeur + voor

ent g en daarmee een voorkeur + voor element x. Het "-" -element
entegen bepaalt een voorkeur - voor element X. Naast de mogelijkheid
het . "+'" of het "-" element het enige ''foute' element in het

ter is (fig. 1b), bestaat de mogelijkheid van een breuk in de or-
ng, lopende door het gehele rooster, als analogon van een derge-

e breuk in de lineaire keten (fig. 1lc).

ngrijk is nu, dat ondanks de aanwezigheid van een "fout' element
element dus invloed kan uitoefenen op de voorkeur van elementen op
ere afstand. Er is nog lange-afstandsordening. Daar constellaties
veel "breuklijnen' een hogere energie hebben dan die met weinig
klijnen, zullen roosters als die in het Ising model bij lagere tem-
turen een lange-afstandsordening vertonen, welke bij het stijgen
de temperatuur verloren zal gaan. Het is dit bestaan van lange-af-
dsordening voor lage temperaturen en het verloren gaan ervan bij
gen van de temperatuur, dat als het belangrijke inzicht wordt be-
uwd met betrekking tot het bestaan van spontane magnetisatie bij
ferromagneet en het verloren gaan van deze magnetisatie bij stij-
van de temperatuur tot de Curietemperatuur.

De lange-afstandsordening -S .ig té:definiérentals -de ..

'schijnlijkheid om een element in een "+" of "-" -toestand aan te

‘fen, verminderd met de waarschijnlijkheid om dat element in een
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of "+" -toestand aan te treffen. D.w.z.

| N+ - N-

S = N + + N-

Al

bij N+ en N- de aantallen elementen met "+
Voor S = 1 is er absolute ordening. Voor

rde.

e methode van Kramers en Wannier

rde beschouwingen gegeven in I1.5, zijn ni
goed begrip van faseovergangen, maar zijn
ormulering in termen van matrices is namel
geweest van het feit, dat men vraagt naar
en bepaald element in een bepaalde spintoe
jk ook in I.10 gebruik werd gemaakt van de
theidsfunctie als gevende de waarschijnlij
element, in een bepaalde toestand aan te t

theid
-1
Z exp E—En/KT}

terpreteerd als de waarschijnlijkheid om e
n te treffen. Deze beschouwing heeft niet
uwingen te maken, maar de vraag naar de wa
ald element van een rooster in een bepaald
wel. Deze waarschijnlijkheid nu zal op ana
een e- macht, waarvan de exponent refereer
Laten we nu zien hoe Kramers en Wannier t
het Ising probleem in twee dimensies komen
beschouwen daartoe een tweedimensionaal ro
stap opgebouwd door toevoeging van een el

al rijen van n elementen aanwezig zijn. De

(I1.14)

n resp. '-'" -spin

is er absolute

een van belang voor
n historisch belang.
i. een direct ge-
arschijnlijkheid
aan te treffen.
pretatie van de

om een systeem, of

, wordt ook de

teem in de toestand
al met orde be-
jnlijkheid dat een
tand verkeert heeft
ijze evenredig zijn
het element in kwes-
matrixformulering
lit, 10).
en denken dit stap
Laat reeds een

e buren in een rij
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1 in wisselwerking met elkaar, evenals de naaste buren van belen-
> rijen, het laatste element van een rij staat in wisselwerking
1et eerste element van de volgende rij. De elementen worden toege-
i volgens een ''schroeflijn'. Dit is duidelijk te zien in figuur 2,

send aan het artikel van Kramers en Wannier:

fig. 2.

sze figuur is n = 6 en wordt rechts onder begonnen met de opbouw
net rooster. Het element op de plaats aangeduid met X is het ele-
, dat nader zal worden beschouwd. Een "haal' van de schroef bevat
e figuur 6 en in het algemeen n elementen. De waarschijnlijkheid

en bepaalde constellatie van roosterelementen inclusief het element

e plaats X is evenredig aan exp[{ E: } HG(l)G(J)] en een soort-
n.b.p

jke factor geeft de waarschijnlijkheid op een bepaalde constellatie
er het element op de plaats X. Sommeren we over de spintoestanden
alle elementen aangegeven met een kruisje dan krijgen we de waar-
o (n) (0) (n-1) (0)

jnlijkheden P(& N 1 ) resp. A(S ,+.,8& 7)voor een be-
de constellatie van elementen aangegeven door een cirkeltje samen
resp. zonder het element op de plaats X. Het verband tussen beide
schijnlijkheden is gegeven door

6™ 6 @a@® e[ @D O 1.19)

]

element op de plaats X staat immers slechts in wisselwerking met

lementen aangegeven in fig. 2 door n-1 resp. 0. De factor A is
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nstig van het feit, dat de waarschijnlijkheden slechts evenredig

5,(0)

met de e-machten. Sommatie over de spintoestanden levert

exp[Hc(n) (6,(n—1)+°_(0))] a5 %me™, .M. are
-1
raag naar de waarschijnlijkheid van een bepaalde toestand van het
evoegde element op de plaats X, is te beantwoorden door te zeggen,
deze evenredig is aan de eerste factor onder het sommatie teken
11.16), doch dit is niet het belangrijkste punt in deze gedachten-
Belangrijker is nl., dat men voor een zeer groot rooster kan zeg-
dat de beide uitdrukkingen A in (II.16) met dezelfde physische
tand zullen corresponderen en daarom dezelfde functie van hun ar-
nten zullen moeten zijn. Dan is echter (II1.16) te lezen als een
nwaarde probleem!
igenvectoren hangen af van n . argumenten, die ieder 2 waarden
en aannemen. De matrix is dus van de orde 2n en zal in elke rij
van nul verschillende elementen bezitten.
ers en Wannier legden nu verband tussen de eigenwaardalhi van dit

nwaarde probleem en de toestandssom van het gehele rooster en wel

en zij (zie 1lit. 10) dat .
n
2
+~ N
Z= 3} Ay, (11.17)
i=1

bij N = m. n het totaal aantal elementen is in het rooster, dat m
n bevat. Zij maken hiertoe gebruik van de mogelijkheid om de
oeflijn oneindig lang te maken door het rooster op een torus te
en. Voor het leggen van het verband is het belangrijk dat bij de
gang op (II1.15) niet gesommeerd wordt over de elementen aangegeven
' een cirkeltje met nummering 1 t.e.m. n-2. Het is duidelijk dat

' een oneindig groot rooster (m =}¢e) alleen de grootste eigenwaarde
x voor de beschrijving van het systeem belangrijk is en dat aan-

tend bij (I1.12)
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1 2" N
=lim fi=lim % log ¥ oA, =Amax (11.18)
NJeo = Naeo izl *
het Ising model een beeld geven van een 2-de orde fase overgang
dient A max onderzocht te worden als tevens n -pes. (zie bijv.1lit.4)
ijzonder leuke wijze kan de matrix geschreven worden in de bekende
ratische vorm. Door in een bepaalde constellatie van n spins de

mnon

~toestanden door een O en de -toestanden door een 1 te vervan-
ontstaat een getal, dat op te vatten is als een getal geschreven
et tweetallig stelsel. Dit getal kan dienen als nummering van de

n en kolommen van de matrix. De matrix krijgt een zeer karakteris-

" s " . s 3
e ''liggende V''-vorm, te illustreren aan een matrix van de orde 2 ;

(1I1.19)

O » O O 0 O + O
o o ™o o R o o
O O R O O B O O
o 0o o ™R o o o
© © © B B O O O

®™” O 0 o o o o &
H O O © O O O K
o ™o o o o % o

#
bij & = expEZH] en ﬂ = exp[—Zﬁ]. De matrix heeft een vorm, die
ers en Wannier in staat stelden een overgangstemperatuur, ‘zo deze
ond (N.B. 1941), te localiseren, welk resultaat door het werk van

ger bevestigd werd.

e generalisatie van Domb

volgende zij slechts opgemerkt om de aandacht versterkt te richten
et belang van het onderzoek van matrices als de matrix (II1.19).
ethode van Kramers en Wannier is te generaliseren tot een behande-
van het probleem in drie dimensies, zelfs bij aanwezigheid van een
endig veld. Ook dan is het probleem te herleiden tot het bepalen

de grootste eigenwaarde van een matrix van een zeer speciale vorm.
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is in deze richting nog niet tot resultaten gekomen, maar het is de
ite waard om op deze tot dusver doodlopende weg te wijzen.

zou teveel tijd vergen om in te gaan op de wijze waarop Domb tot een
rixformulering komt (zie 1it. 11), vermeld zij slechts, dat hij,
nals Kramers en Wannier, het rooster stap voor stap opgebouwd denkt.
r het element dat aan het rooster toegevoegd wordt, worden enige
rekkingen opgesteld waarin gerefereerd wordt aan de laatste laag
gevoegde elementen. Hebben in een driedimensionaal rooster de lagen
afmeting 1 bij n elementen, dan --ontstaat een matrix van de orde
n’ zoals voor het tweedimensionale rooster een matrix van de orde
ontstond. Bij aanwezigheid van een uitwendig veld heeft de matrix

z.g. 'duodiagonale' vorm, welke bij afwezigheid van het veld over-

t in een V-vorm zoals die van de matrix (II1.19). Naast de combina-
ische methode is hier dus een tweede methode, waarmede men kan

en tot een oplossing te komen,

Het probleem in een dimensie

I1.6 en II.7 is gepoogd een indruk te geven van het ontstaan van
matrixmethode en is gewezen op een uitloper van de door Kramers en
nier gevolgde methode. Zoals wel vaker gebeurt, is het resultaat
bepaalde overwegingen, als dit er eenmaal is, op grond van andere
rwegingen veel fraaier af te leiden.
methode van Kramers en Wannier, welke ook voor het probleem in een
ensie te gebruiken is en daar tot een oplossing leidt, sloot aan
de orde beschouwingen van Bethe in termen van waarschijnlijkheden.
r het oplossen van het probleem is dit echter niet nodig en de nu
geven methode van aanpak van het probleem in een dimensie is type-
d voor de aanpak, die Onsager in staat stelde het probleem in twee
iensies wel op te lossen.
1 een keten bestaat uit N elementen, waarvan naaste buren met el-
r in wisselwerking staan en het laatste element met het eerste zo-
. de keten gesloten is. De wisselwerking tussen nabuurelementen

'dt gegeven door (II.1). Onder gebruikmaking van de afkorting (11.2)
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e toestandssom te schrijven als

N e
z= Y exp[H Y P c"(l:tl)‘} (11.20)
{«(i)} i=1

pij o) ¢ 1) De essentiéle vondst is nu om de factor bij-:
e van twee naburen tot een term van de toestandssom te zien als
ent van een matrix van 2 bij 2, waar de spintoestanden de nummering

rijen en kolommen verzorgen. Deze matrix heeft de gedaante

H -H
e e
\ . . = (11.21)
(i) (i+1)
s o e i eH
oestandssom is nu te schrijven als
= L v v R R (11.29)
G
‘ractie over alle indices behalve a(l) levert dan
N
Z = Spoor V (I1.23)

* het spoor van een matrix invariant is t.a.v. gelijkvormigheidstrans-
laties, geldt dus

Z=XN+)\N

. g s (11.24)

bij A 1

). 2 ch Hen 2 sh H en derhalve vinden we uiteindelijk

en Azzeigenwaarden van V zijn. Deze eigenwaarden zijn

Z = (2ch )Y + (2 sh @)Y . (11.25)

relevante grootheid f uit (II.12) is in dit geval dus
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f = lim % log (2 ch H)N [1+(th H)Nj} =
Nse

= lim {log 2 ch H + % log L1+(th H)N]} =
N3 oo

= log 2 ch H . I11.26)

resultaat was wel te 'zien' aan (I1.12) en (11.13), a
snkt dat er geen gesloten figuren mogelijk zijn op een men-

aaal "'rooster'.
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De methode van Kaufman

yzet
L=y

De oplossing van het Ising probleem in twee dimensies bij afwezig-
van een uitwendig veld is voor een kwadratisch rooster, dat gewon=-
jordt gedacht op een torus, het eerst gegeven door Onsager in 1944
lit, 7). In samenwerking met Onsager heeft Kaufman de methode her=-

, zodat de analyse beduidend korter en eleganter is geworden dan

in de oorspronkelijke verwante methode van Onsager., Haar resultaten
shenen in 1949 (zie lit. 12) en vormen wat de opzet betreft een gene-
satie van de methode om het probleem in een dimensie op te lossen,

5 die is gegeven in II.8. Daar werd de toestandssom geschreven als

r van een macht van een matrix V. Onsager en Kaufman schrijven de toe-
issom als spoor van een macht van een product van twee matrices V1 en
In beide gevallen is de bepaling van de relevante grootheid f (II.18)
sigenwvaardeprobleem voor resp. de.matrices V en V. V., De uitwerking

12
jit eigenwaardeprobleem is voor V triviaal maar vereist voor ViV

smvangrijke analyse, :

Om de ontwikkelingsgang van de matrixmethode in het oog te houden

an we op, dat Kramers en Wannier in opzet hetzelfde doen. Ook zi]
ijven de toestandssom (II.17) als spoor van een macht van een matrix
21 een van de vorm (II.19), maar zijn dan niet in staat, noch is ie-
anders in staat gebleken, het eigenwaardeprobleem op te lossen, Daar
> bepaling van de eigenwaarden van V1V2 wel gelukt is, is er reden om
ijken in welk opzicht de manieren van aanpak verschillen. Bestaat een
ter uit m rijen van n roosterpunten, dan krijgen Kramers en Wannier
natrix van de orde 2", Deze matrix wordt verkregen door het rooster
oouwd te denken door stuksgewijze toevoeging van de roosterpunten (zie
)o Als N = m.n, dan wordt de toestandssom het spoor van de N-de macht
de matrix. Onsager en Kaufman krijgen voor dezelfde constellatie even-
een matrix van de orde 2n, maar zij denken het rooster opgebouwd door
sgewijze toevoeging van gehele rijen van n roosterpunten. De toestands-

wordt het spoor van de m-de macht van de matrix.
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,ou kunnen zeggen dat het verschil tussen beide manieren van opzet
1t in de wijze waarop het rooster wordt opgebouwd. Dit is niet ge-
het geval want, en dit is m.i. zeer belangrijk, Onsager's werk

, weliswaar aan bij dat van Kramers en Wannier en hij spreekt ook

het opbouwen van het rooster, doch dit opbouwen is voor de formule-

van het probleem in termen van matrices niet noodzakelijk! Kaufman

skt in 1949 dan ook niet meer over opbouw van het rooster. De facto-

n de termen van de toestandssom corresponderen met de interacties

, tussen elementen in de eerste rij, tussen nabuurelementen van eerste
reede rij, tussen elementen in de tweede rij, etc. Op dezelfde wijze

n II.8 dergelijke factoren als elementen van een matrix V van 2 bij 2
opgevat, waarbi]j uiteraard alleen de interacties tussen opvolgende
:nten in rekening behoefden te worden gebracht, kunnen de factoren in
srmen van de toestandssom in het geval van een tweedimensionaal rooster
:n worden als elementen van matrices V1 resp. V2 van 2" bij 2n, die
;sponderen met de interacties resp. tussen de elementen in de rijen
1ssen elementen van nabuurrijen. De orde van de matrices is 2% qaar
elementen in een rij ieder 2 toestanden voor de "spin" kunnen bezit-
en n nabuurparen elk eveneens slechts twee waarden voor de interactie-
yie kunnen bezitten. Onsager en Kaufman denken dus het rooster op een
~e manier in eenheden ontleed dan Kramers en Wannier en bovendien maken

11et essentieel gebruik wvan het opbouwen van het rooster.

Drmulering

Stel het rooster bestaat uit m rijen van n elementen, die genummerd

>n met twee indices, een index voor de rij en een index voor de plaats
> rij, waarbij het op grond van de voorwaarden die het mogelijk maken
rooster op een torus gewonden te denken irrelevant is welke rij of
element als eerste wordt genomen en in welke richting genummerd wordt.
(i,3) een paar indices (1 < i <m, 1 < Jj < n), dan is de spintoestand
zen element aan te duiden door o(i"j)c We definiéren de grootheden H en

ls in (II.?2) maar nemen nu niet aan dat H = H'. De toestandssom wordt n
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N

2= T exp [If ) (H,O(i,j)g(i,jﬂ)+H0(i,j)c(i+1,j)):l
{olisd)y =1 9= (TII.1)

i1j is + H'kT de interactieenergie tussen twee nabuurelementen in
ij en + HkT die tussen twee nabuurelementen uit nabuurrijen.

We voeren nu in de index Tos die de toestand van alle spins in de

. aangeeft., Deze index kan dus 2n verschillende toestanden aangeven.

:fini&ren nu een matrix V, als volgt:

n P PR
(v,) =6,., exp |[H' } o{1sd)g(1,3+1) , (III.2)
sty ii 321

1j S.., het Kronecker S-symbool is. Deze matrix is dus diagonaal.
iif

v definiéren we een matrix V2 als volgt:

d(i,J-)O(iﬂ,j)} (I11.3)

I o~

= exp [H

(v,) _ .
1+1 J

T. T
i? 1

II.1), (III.2) en (III.3) geldt i.v.m. de randcondities dat

Sem#1) | (,1) o mend) _(L8) )

)estandssom is nu te schrijven als

- v
Zy L (Vl)r )T

(v1) coo (V2) (III.5)
{c(i’j)} 1

(v,)
1 2T, TosTp T2 T

uitdrukking is het analogon van (II.22). Nu betekent sommatie over
mogelijke toestanden van de spins tevens sommatie over alle moge-
: toestanden waarin een rij zich kan bevinden, dus sommatie over

21 mogelijke waarden van de indices Tos zodat

Z. = ) (V) (v,)

N ! T r
{r,} Tty 27T

= m
ao (V2)Tm’T Sp (V1 v,) . (III.6)

1

)11j 1s essenti&el gebruik gemaakt van het feit dat de matrix V1

maal 1s,

Zijn A; de o" eigenwaarden van V1V dan is de relevante grootheid

29
weer
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1 1 an m
f = 1lim = log Z, = lim == log ) Al . (III.7)
i) N m-n .o
T[>0 n->e 1=1
m->®

og aan (II.26) is alleen de grootste eigenwaarde A .y Ven belang en

£ = 1lim — log A . (I11.8)
n max
n->®
zij herinnerd aan de opmerking op blz. 42 bovenaan betreffende het

1 van de limiet,

: matrices

Alvorens tot de bepaling van de grootste eigenwaarde van V1V2 over

wan zullen we de matrices V1 en V2 in een meer hanteerbare vorm brengen.
;oe beschouwen we het directe of Kronecker product van matrices. Stel
B zijn vierkante matrices van de orde N dan is A x B een matrix van de

N2 waarvoor geldt

(A x B)ik,jl =A; 5 By g (111.9)
producten van drie of meer matrices geldt analoog
X X o0 X . . = . . @ 00 o o
(A xB ‘ C)lkeoom,alonon AngBk,l Cm,n (II1.10)

2langrijkste rekenregel is
(A x B)(C x D) = (AC) x (BD),
Lgemener

(A X B X ©0o0o x C) ° (D X E X 600 % F) = (AD) X (BE) x 000 x (CF)a
(III.11)

:finiéren met behulp van de z.g. Pauli-matrices

10 01 0 -i 10
I= , X = , ¥ = sy Z = o (I11.12)
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. n
1 matrices van de orde 2

X, =T xIx oooxXx oo xI (n factoren)
Y, = I X I X eoo XY X oo x1I (n factoren) (III,13)
Za =TI X I X ,50 X Z X ,,, XTI (n factoren),

iJ @ = 1, o0y n en de a-de factor een matrix X resp. Y of Z is.

itrices V1 en V2 zijn in termen van deze matrices te schrijven en

s
n
= { ’
V1 = exp [I{ Z Za Za+1 1
a=1
n (III.14)
. P s I
V_ = (2 sinh 2H)“exp | H ) X |,
2 o
a=1
i thE =e? en 2z .. :z3

n+1 1°

rm van V1 is zonder meer te contrdleren m.b.v. (III.9). We herinneren

n, dat evenals in II.8 de spinvariabelen de nummering verzorgen. We bewe-

at V_ het Kroneckerproduct is van n matrices V zoals gedefini&erd in

2
Nu geldt
o H
_ . _H -0, _
V = H H =e I +e X=
e
=M1 + e Fy) = ol(1 + tn ©%) =
= e o (ch B Ven BT + sh BX) =
H =1 HX 1 BX
=e(chH) e = (2 sh 2H)? e *, (ITI.15)

ij is gebruik gemaakt van het feit dat voor een matrix X waarvoor
1 geldt dat

L
ch BT + sh % = e £, (III.16)
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; weer direct te verifi&ren dat

<
I

(2 sh 2H)" e X e X 900 X €

i}

(2 sh 2H) e .

"est nog te tonen dat V2 inderdaad een Kronecker product van n

lces V is. Dit kan gebeuren door inspectie als volgt. Elke factor
het Kroneckerproduct refereert aan een van de n nabuurparen van
:nten in nabuurrijen en kan een factor eH of een factor e_H leve~-
zodat alle 2" mogelijke combinaties van factoren optreden. Onsager
deze gedaante voor V, langs veel fundamenteler maar ook lastiger

2
We herdefiniéren nog V

> en wel zal voortaan

n
> .
V, = exp [ H ) X .] (III.17)
2 o
o=1
, Het is dus zaak de grootste eilgenwaarde te bepalen van

n
= = ] ° > '
W=V .V, = exp [ZH a% Zy za+11 exp [‘H a£1 x%]o (IT1.18)

worming van de matrices

De nu volgende omvorming van de matrices heeft tot doel de matrix

. . . . . n _.
een vorm te brengen, die direct 1n verband te brengen 1s met 2 -di-
lonale representaties van de draaigroep in 2n dimensies, hetgeen

1intessence is van de methode van Kaufman. De volgende uiteenzetting

1tleend aan het boek van Huang (zie 1lit. 13).

sfini8ren de 2n matrices

F1 = 21 PE = Y1
Iz =42, Iy = X%, (III.19)
o = X, %,2, g = X,X0,
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Togmt = Xq X oo = %y g Zy (&= 15 wey )

r

Y (o

1 Y Ty ooos 1)

i}

2(), X1 X2 oo = Xa-

de Pauli-matrices X, Y en Z gelden de relaties

X% = y% = 72 = 1

x,v], = [x,2], = [z.x], = 0 (III.20)

XY = iz, YZ = iX, ZX = iY.

wlve geldt
F20LP2OL--1 =Xy 4y =1 Ky (III.21)
n
V, =exp |-i ) T, T (III.22)
2 P Lo Yoq pa-1)" ‘
o=1
lede hebben we V2 in een zeer specifieke vorm gebracht. Nu merken
) dat
I‘20L+1 I120¢ = Xa Za+1 Ya =1 Za Za+1
P zl(x1, coes Xn_1)Yn =-i1z, zn(x1 oo xn) (I11.23)
p-de

= 12,2 U,
1 n

11k makend van deze relaties vinden we dat

- n_] -
= ¥ ° ' ' =
V, = exp [H ) Z, za+1J exp [ Z Z,
be a=1 s
s n=1 -
= ! ° v ) =
exp [H' Z_ ZJ exp [H Lo Zy (III.2L)
L o=1 =
oo n-1
= 2ot ° - v '
exp |1 H' UT, FE&] exp [ iH' ) P ot Fe%]’

o=1
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> uiteindelijk

= 1 i ° -. ! ] o
W = exp [:1 H' U T, Fen] exp |-1 H' ) Tyt I‘z%

. (11I.25)

n
« exp |-1 H é r oA+
len dus, dat de matrix W geschreven is als product van drie

Llces van ongeveer dezelfde vorm. Alleen de eerste factor bevat

: exponent naast een product van twee T''s de matrix U, Nu merken

> dat

exp [i H' U T, r2n1= [-;-(1 +U)+%(1 --U)][chﬂe +iUT, T, shH']

.l 3" 1 : P _l - v 1] =
5 (1 + U)ch H' +1 r1 P2n sh Hﬂ1 * 3 (1 LW[}h H i F1 F2n sh H

-

1 o 1. L
5 (1 + U) exp [1 H' T, an} *3 (1 - U) exp [1 H' T, F2n]°
’ij is weer gebruik gemaakt van (III.16),

slgt voor de matrix W dat

W=t (VL (-0, (111,26)

1
2
21

o n-1 -
sxp Et LHE T, Fzé} nexp |<LHY ) Toiq Tpgl
o= =

(11I.27)

o exp |=-1 H

nHe—

, Fox Tox-1)°

Stel nu R diagonaliseert U. De diagonaalvorm van U is Z x Z X ces X Z,
U=XxX x o0 x X en de eigenwaarden +1 en =1 z2ijn, beide 2n-1voudig
ard. We kiezen R z8, dat alle eigenwaarden +1 in een submatrix zitten
lle eigenwaarden -1 in een andere. Dus voor de diagonaalvorm van U

2n we
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ij 1 de 2P=1 dimensionsle eenheidsmatrix is. De matrices
: R Vi R—1 commuteren met ﬂ en hebben derhalve de vorm
+
A= 0

9
0o B~

s

I

i at en BE weer van de orde 277 zijn. Nu geldt

1 o At oo
3 (1 +0)V = (III.28)
‘ 0 0
; . 0 0
5 (1 -0V = 1 (II1.29)
0 B
; ﬁ:RWR’1=%(1+6)\7++-;-(1-f1)ﬂ7"‘=
A" o
- ) . (IIT.30)
0 B

.genwaarden van W zijn de gecombineerde , van nul verschillende,
waarden van de matrices (ILI1.28) en (III.29). Als we in plaats

le eigenwaarden van deze matrices de eigenwaarden van ol resp. o
.en, vinden we tweemaal zoveel eigenwaarden en zullen dan moeten

eken welke de Jjuiste zijn.

't _verband met representaties van de draaigroep

De matrix W is nu in een vorm gebracht, z0 dat het verband met de
:sentaties van de draaigroep gelegd kan worden. De matrices (III.19)
2n matrices van de orde 2", Laat nu ‘w een matrix van de orde 2n zijn,
ren lineaire orthogonale transformatie teweeg brengt onder de matrices
)= 1, 24 wooy 20), deWoZo

2n

I"' = : T °
' v; oy Ty s (II1.31)
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i
) W 0T 8 (II1.32)

:m we T op als een component van een vector in een 2n-dimensionale
;e dan beschrijft w =zen draaiing in die ruimte. Nu geldt voor de

:rices dat

[rordi=256, (I11.33)

:ze eigenschap van de anticommutator blijft behouden voor de
msformeerde I'-matrices i.v.m., (III.32). Brauer en Weyl (zie 1lit.1k)
:n 0.a. bewezen dat er dan een niet-singuliere matrix S(w) bestaat

’

rh=s(u) T s (w). (II1.34)
nu voor het product van twee notaties m1 en Wy geldt dat
8(w,.wy) = 8w ) 8(w,), (III.35)

n .. . . . .
'w) een 2 -dimensionale representatie van de draaiing w in de 2n-

15ionale ruimte. Van de toevoeging

w =9 S(w

:n we het speciale geval beschouwen van een draaiing in een vlak

een hoek vy, d.w.z, we beschouwen de transformatie

{ = )
rL=T, (M # us A #F V)
r'"=r cos v -T sin ( V) III.36
Ve Yy - T, Y u# ( )
r; = Fu sin y + T, €os y (u # v)o

itrix die deze transformatie beschrijft geven we aan met
v/y). De volgende eigenschappen zijn te bewijzen betreffende deze

ix;




=56-

s w(u,v/y) =8 (), dan 5 (v) = e

.. . +1
de eigenwaarden van w’u,v/y) zijn 1 (2n-2-voudig ontaard en e

. . .. +1 .
(niet ontaard). De eigenwaarden van Suv(Y) zijn e=" v/2 (beide

>n-2-voudig ontaard).
A\ls w een product van n commuterende draaiingen is nl.

w = w(a,B/Y1) . w(Y,é/Yg) coo w(u,v/Yn).

0ij a, B, eces M, v een permutatie is van de getallen 1 t/m 2n,

seldt

1 1
- o=y T -y ' T - e y I T
$
a) o S(e) = e 2 1T o B, e 2 2y 2 nuwv

. ..o+ 1 + 1 + 1
b) De eigenwaarden van w zijn e Y1, e— Vo, ..., = Yn

Li(+ v, v, % een £ 1)
. .. 2 — 1 o D e == T
c) De eigenwaarden van S(w) zijn el

(I1I

swijzen van deze uitspraken zullen we niet geven, daar dit detail-
ties zijn (zie 1it. 13, p. 358). De essentie van de methdde van
nan zal nu ieder duidelijk zijn als men bovenstaande eigenschappen
.37) vergelijkt met (III.26) en (III.2T7).

atrices V' en V™ blijken nl. representaties van draaiingen te zijn
bepalen van de eigenwaarden van deze matrices is teruggebracht tot
bepalen van de eigenwaarden van de matrices,ft:3 waarvan deze

. . .. + .
lces representaties zijn., De vorm vanall—-ls

= N1 -
= w(1,2n/+ 21 H') * T w(ea+1, 2a/=2 1 H')| -
L'OL=1 «d
(111
= n ) *-.
. T w(ex, 2a=1/=2 1 H )|,

1 -




Bepaling van de eigenwaarden

. . + .
De bepaling van de elgenwaarden van‘fL— is een
k, die we, teneinde niet alleen de hoofdlijn van
den, toch in enig detail zullen geven,

eigenwaarden van\fli zijn dezelfde als die van
+ + -
W = DJL— D 1,

rbij

w(2x, 2A=1/=1 H ).

(w/
H
=1

halve geldt dat

rbij

lw
i

= w(1, 2/i H) « w(3, W/i

° w(2n=-1, 2

B = w(1, 2n/+ 2 1 H') o |
© w(h, 5/2 i H') ® 600 °

rbij is gebruik gemaskt van het feit dat w(u,v/y
I.36) volgt nu dat

00 00
I 00"""*00
00 § *
00 J\ ) ch H 1
D = | S ¢ s J =
! \\ 00 .
: N 00 -1 sh H
00 00
00 oo ¢
ch 2H! 00 00 ==~ +i sh 2H’
0 g 00 0
0 00 0
0 00 i
=10 00 K\\ { ,
‘ A Y
0
}
[] K O
Fi sh 2H' 0 0=~ - 00 ch 2H'

ie van

thode :

(1

(1

i H')

, on=1 1)

vp“/“Y

~—~
—

ch 2H* 2H?

-1 sh \ 2H?




~58=-

; men (ITI.L1) uit mebove (III.L2) dan vindt men dat

A B Qe--eoooo- 0o o B
B A B 0 oo e e e 0
L
N 0 BY A _B_O0...-----
W = . “\~‘~‘ S . H :h3)
: ST~ S0
o, “~<B “AT-B
+B=0 0 o ccooo--. 0 B A .
1]
> e L
ch 2H' ch 2H -1 ch 2H' sh 2H
A= . > >
i ch 2H' sh 2H ch 2H' ch 2H
Juk)
1 3 . - 2
-5 sh 2H' sh 2H 1 sh 2H' sh™ H
B = . 2 * 1 *
- 1 sh 2H' ch™ H -3 sh 2H' sh 2H °
3 de Hermitischtoegevoegde matrix van B. Men probeert nu een -
le te vinden van de vorm
z u
2
z u
w: E N >)'I'5)
n
z u
)ij z een getal is en u een tweecomponentige vector.
Uit de eigenwaarde eigenvector vergelijking
+ +
W= Y = A== ,46)
2, == n_ % +
, nu (z A+ 2B+ 2B )u=2 k=
+
(22A + 2B + z B*)u = z2k-u
(23A + th + z2B*)u = ZBXtu
1
(zn~1A + 2B + zn-2B%)u = zn-1kiu

n-1_2*

- +
(z" AFzB+2"'B Ju = 27 A=,
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.jn slechts drie onafhankelijke vergelijkingen nl,

(A+z BT 2"8%u =2
(A+2z B+z BHu=ru A7)
(A ¥ z1_nB + 2_1 B*}u = Xiuo
2 = ¥ 1, corresponderend met wi, luiden deze vergelijkinger
drie
(A + zB + z"1B*)u = A, ,48)

slke wortel van z° = + 1 kunnen uit (III.L8) twee eigenwaarde
tend worden., We vinden voor

itk
i
n

z, = e (k = 15 35 5y ooey 20n=1)

i

)
ink 49)
2, = e n (k =0, 2, 4, ..., 2n-2),

Cr

>epaling van de eigenwaarden merken we op dat voor alle k gel

1

™ ko
det (A +2,B+1z_ B ) =1 .50)
k k
* Y
lgenwaarden hebben derhalve de vorm Xk = e s Voor
Og 15 LRI 21’1-1)5 Zodat
Y =Y
-1 % _ 'k k _
Sp (A + zB + 2z, B ) =e T+ e =2ch v, .51)

'III.Lh4) en (III.L9) volgt nu dat

36 Tk %
= ch 2H' ch 2H =~ cos = sh 2H' sh 2H (k =0, 1, oo, 2n
»52)

>ij kiezen we Yy positief., We zien dat

Y = Yop i «53)
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differenti&ren naar k is in te zien dat

0 < YO < Y.] < 4o < Yn° (IIIOS)-(-)

uit (III.52) de Yk's te berekenen zijn, zijn de eigenwaarden van

. + .
WoZo van% bekend en dus ook die van V= (zie (III.37)), nl.;

(: YO iniYh i RG] :an_z)

rof -

o+
waarden van V : e

(III.55)

+ + + eoe * )
v tv3ts * Yopon

of—

waarden van V : e

> toestandssom

Nu de eigenwaarden van V= bekend zijn, is het zaak uit te zoeken welke
waarden tevens eigenwaarden van de matrix W zijn. We zullen hier echter
op ingaan. Belangrijk is dat de grootste eigenwaarden van Vv oen VT

s eigenwaarden blijken te zijn van de matrices (III.28) en (III.29)
lit. 12 en 13)., De grootste eigenwaarde van W is derhalve op grond van

53) en (III.S54)

1
5 (Y, F ¥+ oo + Y, L)
' =e2 13 en-1° (III.56)
max _

mnen nu de relevante grootheid f berekenen. Rekening houdende met
:rdefinitie (III.17) vinden we

=
2

lim - log (2 sh 2H)Z « A' =
-0 n max

Hy
il

1 .1
- o + + 000 + ° o
5 log(2 sh 2H) + i-l:i 2n(Y1 Vs an_1) (III.57)

1}

ken nu gebruik van de identiteit

m
Yy J log(2 ch Yy~ 2cos a) ° da. (IT1I.58)
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ehulp van deze identiteit volgt uit (III.52) dat

Tr E
%.J log {2 ch 2H' ch 2K - 2 cos (%5) sh 2H' sh 2H = 2 cos o} * da.
0

mk . . .
-en we —= = B dan is voor n - « de som der y's te zlen als integraal

or de tweede term in (III.57) vindt men

2m m
| 1 1
S (v! gt et y2n_1) =1 Jo y(B)aR = o Jo Y(B)dR, (I1I.59)

)1j gebruik is gemaakt van (III.51). We vinden dan uiteindelijk

| 1 m m 3% L3
2 log(2 sh 2H) + == log(2 ch 2H' ch 2H =~ 2 cos B sh 2H' sh 2H

2w2 0“0

i_s

™ ™ o
J J log(hk ch 2H' sh 2H ch 2H = 4 cos B sh 2H'
070

108 o) ° da 4B =

n

2m

” ™ ™
I sh 2H - 4 cos o sh 2H) ¢ do AR = == I J log(h ch 2H' ch 2H

1
2w2 0“0

1
sos a sh 2H - 4 cos B sh 2H') * do 4B =w§ log(lL ch 2H' ch 2H) +

™o
s I J log(1 = 2k cos a = 2k' cos B)da dB. (III.60)
"0 70

.o . . N %
:ze afleilding 1s gebrulk gemaakt van de definitie van H en als

*ting ingevoerd

_th 2H , _ th 2H'
2k = Z=—mer  en 2k' = L (II1.61)
sschouwen nu het speciale geval waarin H = H'; k = k',
reldt
1 m ™
0g 2 ch 2H + — J J log(1 = Lk cos o cos B)do 4B, (IT1I.62)
an 0“0
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llen dit resultaat vergelijken met (II.12). Onsager geeft als
ontwikkeling van (III.62):

f = log 2 ch 2H + log(1 - K - hkh - 29k6 - os0)o (I11.63)

s een reeksontwikkeling naar machten van k. Omwerken naar machten

"= th H levert

f = log 2 ch®H + log(1 + wh + 2w6 + 5w8 + eoo)s (IIT.6k4)

lke vorm vergelijking met (II.12) het eenvoudigst is.

merkingen

Uitgaande van (III.62) zijn nu alle relevante physische grootheden
rekenen, doch daarop wil ik de aandacht niet concentreren. Het 1ijkt
elangrijker om te zien wat de grote lijnen van de matrixmethode zijn.
b geprobeerd de nadruk te leggen op die punten, die naar mijn mening
tigel zijn in de methode. Met name heb ik vooral willen wijzen op
eit dat er voor‘het oplossen van het probleem meer noodzakelijke
aarden zijn dan alleen het kunnen doorvoeren van de analyse van het
waardeprohleem,
Wat betreft pogingen om het probleem in drie dimensies aan te pakken
k het volgende opmerken, De equivalentie van de methode van Onsager
ufman met de combinatorische methode is onlangs behandeld door

(zie 1it. 15). Het is nu geen al te bout vermoeden, dat een eventuele
sing van het probleem m.b,v. een generalisatie van de combinatorische
de een tegenhanger zal hebben in een generalisatie van de matrix-
de. Wil men verder komen dan enige termen in een reeksontwikkeling
II.4), waaronder ik versta het vinden van een analogon van (III.59)
entueel het in principe asngeven van de gehele reeks, dan is de matrix-
de evenzeer de moeite van het onderzoeken waard als de combinatorische
de., Ulteraard heeft men in deze richting reeds pogingen gedaan, doch
elen zijn blj mijn weten niet verschenen en men beperkt zich in de
atuur veelal tot het herhalen van een uiting van Newell en Montroll

1lit.16) betreffende de generalisatie van de methode van Onsager
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~in gebruik gemaskt wordt van Lie-algebra's); "Attempts to apply
procedure to the three-dimensional problem or even the two-
1sional problem with a magnetic field are seriously hindered at
wrly stage because the operators of interest generate a much larger

\lgebra, so large in fact that it would seem to be of little value".

lijkt mij dat er geen reden is om niet te proberen de matrixmethode

:neraliseren en wel verdient het m.i. aanbeveling nader te onderzoeken
een eventueel mislukken van de matrixmethode aan te wijten zou kunnen
, Mijn eigen onderzoekingen gaan voornamelijk in die richting. Ik hoop
Ljner tijd verslag hierover uit te kunnen brengen in een voortzetting

jeze serie voordrachten.

Amsterdam, juni 1965,
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